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Es seien k und N ganze Zahlen, k > 0, N >, 1. Wir legen den Raum C, 
der auf der reellen Achse stetigen und periodischen Funktionen der Periode 
N zugrunde. Ferner sei 6, “+l der Raum der periodischen Splinefunktionen 
der Periode N vom Grad 2k + 1 zu den ganzen Zahlen als Knoten. Es ist 
bekannt [I], dal3 es zu jedemfs C, genau ein s E Gy+’ gibt, so da13 
44 = f(v), (1) 
fur alle v gilt. Der zugehiirige lineare Operator, der vermijge (1) den Raum C, 
in den Raum GFt-l abbildet, sei mit 
2?+1 = P’,““(f), (2) 
bezeichnet. Die der Supremumnorm in C, zugeordnete Operatornorm 
nennen wir 
II ec+l II * 
In [3] wurden Darstellungen dieser Normen durch Kurvenintegrale im 
Komplexen gewonnen. Insbesondere wurde gezeigt, da13 
lim (1 gF+l 11 = jl f?zk+l /I , 
NVX 
eine obere Schranke fur alle // !?v+l// ist. Diese Zahl ist gleichzeitig die Norm 
des Operators der kardinalen Spline-Interpolation [4, 51 vom Grad 2k + 1. 
Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, obere und untere Schranken fur 
11 f?zk+l /j herzuleiten sowie das asymptotische Verhalten fur k + co zu 
untersuchen. Es zeigt sich (vgl. Satz 1 und Tabelle l), dal3 Einschliegungen 
fur diese Normen mit geringem Rechenaufwand bei hoher Genauigkeit 
gewonnen werden kiinnen. Das asymptotische Verhalten fur k -+ co, wonach 
Ij g2’+l 11 mit dem Logarithmus von k wachst (vgl. Satz 2), ist in sich schon 
interessant. Auch hier ist die numerische Genauigkeit selbst fur kleine Werte 
von k (vgl. Tabelle 1) recht gut. 
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Es sei bemerkt, dal3 ahnliche Aussagen fur die kardinale Spline-Inter- 
polation bei geradem Grad und such fur verschiedene andere Modifikationen 
dieser Interpolationsprozesse gewonnen werden konnen. 
1. DIE INTEGRALDARSTELLUNG VON f[!Pk+lII 
Die folgenden Aussagen bis zur Formel (5) findet man in [3] ausfiihrlich 
dargestellt. Es sei H2k+1(~, z) ein Polynom in 7 und z, das fur 1 z [ < 1 durch 
H2k+1(T, z) = (1 - z)2k+2 m go Z”(T + 42k+1 (4) 
definiert ist. Das Polynom H2k+l (1 z) ist vom Grad 2k und auf ( z I = 1 von , 
Null verschieden. Das Polynom H 2k+l(&, z) ist vom Grad 2k + 1 und 
verschwindet bei z = - 1. 
Fiir die Norm [[ f!y j 1 gilt die Integraldarstellung 
wobei der Einheitskreis im positiven Sinn durchlaufen wird. Unter Ver- 
wendung des Residuensatzes berechnet man 
II 2!’ II = 1, 
1) iZ3 (1 = (1 + 3 x0)/4 = 1,549.038... (vgl. PI), 
(I 25 11 = 1,8161186... (vgl. [6, 71). 
Fiir grbBere Werte von k ist diese Art der Berechnung aufwendig und 
untibersichtlich. Wir formen zur weiteren Behandlung das in (5) gegebene 
Integral urn. 
LEMMA 1. Es gilt die Integraldarstellung 
Hier bedeuten die hochgestellten eingeklammerten Iodizes Ableitungen der 
Ordnung 2k + 1. 
Beweis. Mit, 
z = e-5 9 R5 > 0, 
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folgt aus (4) unmittelbar 
ZII~~+~(~, ehr) = - (1 - e-t)2k+2 e+< g& ( * e-;-J * 
Diese Formel gilt somit wieder fiir alle Werte von 5. Fiir 
5 = -2it f ni, 
ergibt sich 
ZZ2k+l($, -e2$3 = $&$ (1 + e2it)2k+2 e+ g (&) 
und 
H2k+l(l, -ezit) = $$- (1 + e2it)2k+2 e- it g (I@). 
(7) 
(f-9 
Nunmehr fiihre man in (5) die Parameterdarstellung 
ein. Es folgt 
H,,+,(l/2, -e2zt) dt 
II ~2”+fll = g-;; (1 _ e2it) fz&*, -e2it) * 
Unter Verwendung von (7) und (8) und weil der Integrand eine gerade 
Funktion von t ist, erhtilt man die Behauptung (6). 
2. EIN EINSCHLIE~JNGSSATZ 
Wir benijtigen drei Lemmata. 





= (2k + I)! F. (-l)’ I (t - (r +\/2) ,)2k+z - (t + (r +*1/2) 7C)*k+2 1 
(9) 
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und 
(tg t)Z’c+l 
= w + 111 lfo / (t _ (r + ll,z, *)2k+2 + 
1 
(t + (r + l/2) Tp+2 I (10) 
Beweis. Die Formeln (9) und (10) folgen unmittelbar aus den bekannten 
Partialbruchreihen der Funktionen 
l/cos t und tg 1. 
LEMMA 3. Diefir t E [0, 7~123 stetige Funktion 
R,(t) = (t - %)2k+2 ,; (- 1)’ 
’ I (t - ( r +*l/2)7r)2ri2 - (t + (r +11/2).i,)alli2 1 (I’) 
geniigt dort den Ungleichungen 
8 @+I) 0 < R,(t) ,( x * ___ . 1. 32k (12) 
Beweis. Fiir t E [0, n/2] gilt 
(t - (r + ‘l/2) 7f)2k+2 ’ 
1 
(t + (r + l/2) T)~~+~ ’ 
Die in (11) auftretende Reihe ist deshalb alternierend. Die Absolutbetrllge 
der Reihenglieder bilden eine monotone Nullfolge, denn mit 
dt) = /, (t - (r j! 4) 77)2k+2 - (t + (r : ~$)?p+2 ) 
i 
I 1 1 - 
I (t - (r + 3) ~7)~~“~ - (1 + (r + $) 77)2k+2 t ’ 
gilt 
p’(t) > 0 fiir t E (0, 421 
und 
somit 
v(t) > 0 fiir t E (0, n/2]. 
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Es folgt 




12 (t - 7r/2)2” 
3~/2)~” (t + 3~r/2)~~-~” 1 ’
LEMMA 4. Die fiir t E [0, 7r/2] stetige Funktion 
32(t) = (t - +)28+2 . Tll 1 (t _ (r +! g) 4212+2 + - (t + (r i’ 3) 7r)2k+2 1 (13) 
geniigt dort den Ungleichungen 
0 < %(O < 
Try4 - 2 
32” . (14) 
Beweis. Fiir t E [0, 3-r/2] ist 
O< 
n/2 - t 1 
(r++)r-t - ‘2rfl 
und 
O< 
7-r/2 - t 1 
(r+&)r+t - ‘2r+l. 
Somit folgt 
< -I?-- El (&+’ = & (372/8 - 1). 32k+2 
Wir kommen nun zum EinschlieBungssatz. 
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cl = n2/4 - 2 a 0,467401..., 
32G 
c2 = - e 0,109993..., 
27~~ 
wobei 
G zz ; 1‘“‘” e!& m 0,915965... 
0 
die sog. Catalansche Konstante bedeutet. 
Beweis. Nach (6) gilt mit den Bezeichnungen der Lemmata 2,3 und 4, daD 
2k+2 
- &(‘) dt 
2kf2 
+ R2(t) z-z ' 
ist. Aus (12) und (14) folgt sofort 
11 eLk+’ /I < 3, . 
Zur Herleitung der unteren Schranke verfahre man folgendermaDen: Es ist 
mit 
I/ fi2’+’ [I = 3, - !& , 
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Unter Verwendung von (12) und (14) erhllt man 
$,&fp 32G (k + 1) 3,$-p--&--, 32” 
mit 
Hieraus folgt die Behauptung. 
Die numerische Berechnung des Integrals JI, macht such fiir grol3e Werte 
von k keine Schwierigkeiten. Tabelle 1 zeigt in der zweiten und dritten 
Spalte die durch (16) gegebenen unteren und oberen Schranken fur Ij Q2h+1 (/ 
fiir k = 0, I, 2, 3, 4, 5, 6. 
TABLE 1 
Approximationen fiir I/ ZPZk+l I/ 
k 
untere Schranke obere Schranke asymptotischer Wert 
nach (16) 3k ~3 Wk + 1) + cq 
0,494088 1.134215 I,116308 
1,456353 1,561912 1,557579 
1,803037 1,817600 1,815706 
1,998021 1,999907 1,998850 
2,141344 2,141582 2,140908 
2,257414 2,257444 2,256977 
2,355451 2,355455 2,355112 
3. ASYMPTOTISCHES VERHALTEN FOR k-t co. 
Wir werden nunmehr fur 11 Pk+l 11 eine asymptotische Beziehung herleiten. 
SATZ 2. Fiir k + 00 gilt 




c3 = 2/z- w 0,636620 
c4 = (2/7~)(y + log(32/?r2)) w 1,116308, 
wobei y die Eulersche Konstante bedeutet. 
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Bemerkung. Auf Aussagen iiber die im O-Glied enthaltene Konstante 
sol1 hier verzichtet werden, obgleich es miiglich ist, hierfiir eine gute 
Abschgtzung zu geben. 
Beweis von Satz 2. Es geniigt nach (16) zu beweisen, dal3 
Jk = c&g(k + 1) + c4 + W@ + I)), 
ist. Mit der Transformation 
V/2 - t 
wird 
z = 7T/2 + t ’ 
Sk: = 2 s :p+ 1 _ $w2 dz ~~“+~)(l + z)~ sin ((72/2)(1 - z)/(l + z)) ’ 
mit 
4 








z2k-+2(1 _ z2kt2) 
k2=-; 
o (1 + z”“+“)( 1 - z”) dz7 
3k3 = 
2 Jo1 i sin ((p/2)(1 
1 




- -’ Jo1 I sin ((r/2)(1 - z)/(l + 2)) - k4 - h/2)(1 -*Ml + 2) f 
z2k+2 
x (1 + z=+y(l + z)2 dz* 
Wir verwenden zur Auswertung von 3jkl die bekannte Formel 
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Es ist 
d.h. 
Jkl = ; 2 log (k + 1) + $ (y + log 4) + o (h) . (19) 
Das Integral 3k2 ist wegen 
, -, / ,< 4(k + I) 
-‘X2 
’ z2k+2 dz < 2 
5-r s 0 77 
beschrgnkt. Das asymptotische Verhalten ergibt sich so: Die Transformation 
liefert 
Fiir 0 < w < 1 gilt aber 
tvl/2k+2 1 





a, = T o (1 + w) log M’ + ’ ( (k : 1)” 1 ’ 
d.h. 
3,, = -2/nlog ~r/2 + O(l/(k + 1)“). (20) 
Das Integral Z&s ist unabhHngig von k. Sein Wert ergibt sich vermiige der 
Riicktransformation 
(742)(U - Ml + z>) = w, 
leicht zu 
3k3 2 s n/2 1 1 = - 
= 0 






Sk4 = O(l/(k + 1)). 
Die Aussagen (19), (20), (21) und (22) liefern in 
behauptete Beziehung fiir ,7, . In Tabelle 1 finden 
die Werte von 
5 log (k + 1) + 1 (Y + log --&) 32 \ 
(22) 
Verbindung mit (18) die 
sich in der vierten Spalte 
fiir k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Sie sind numerisch iiberraschend genau. 
Note added in proof. Das in Satz 2 angegebene asymptotische Verhahen wurde, 
unabhlngig von meinen Untersuchungen, in der Zwischenzeit ebenfalls von F. B. Richards 
bewiesen. 
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